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非ニュートン流体の平行円板閣の層流放射流れ
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The laminar radial flow between the parallel stationary disks is one of the 
basic flows in the hydrodynamics and it is applicable to the viscometry or the 
rheometry. Then， the above-mentioned flow of non-Newtonian fluid is dis-
cussed analytically and the inertia-and the cross viscosity-effects to the 
pressure distribution on the disk are considered numerically. In this paper， 
it was assumed that the fluid was such a non-Newtonian one that its consti-
tutive equation was expressed by Reiner-Rivlin model (power law type). 
1 緒 言 2基礎式
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平行円板間の放射流れは，その幾何学的単純さと工
学的応用性〈例えば，粘度計(1)，円板弁，空気マイク
ロメータ，など〉のために，種々の理論的解析がなさ
れてきた(2)~(7)。今，流れを層流に限定すると，流体
の流動特性の解明への応用，すなわち，粘度計ないし
はレオメータとしての用途，が注目に値する。 Gumbel
は(1)， 1920年，この種の流れを利用した粘度計を作成
し，ニュートン流体の粘度を決定しこの方面の口火
を切ったが，円板間のすきまに関連した困難さのため
に，その後は，著しい発達はみられたかった。しか
し，近年，複雑な流動特性を示す各種流体の出現と共
と再考され Schwarzらは〈円非ニュートン流体
本解析では，次のような仮定が成立するものとす
(単純流体の三次近似モデル〉の流動特性パラメータ
の決定に，ラジアルフロー粘度計を用い，その基礎的
特性をあきらかにし，その効用を指摘した。
本論文では，非ニュートン流体の構成方程式とし
て， Reiner-Rivlinのものを考え， この種流体が，平
行円板聞を層流状態で放射流れするときの問題を，解
析的に検討し，円板に生ずる圧力分布への慣性と交差
粘性の効果について考察する。
普機械工学科
るo
(1) 流体は，非圧縮性である。
位)流れは，定常層流で，放射状である。
十十 Y， lo_--.!←~--十
図1 座標と流れ
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(3) 
性)
(5) 
(6) 
外力は，働かなL、。
二円板〈内半径ro)壁上の流速は零である。
二円板聞の入口(助走〉および出口効果は，無視できるo
流体は， Reiner-Rivlin流体で，その未定関数ηおよびηcは，
. n-l • m-l 
η=η01-+-121 2…01-+-121 2 
同 ηco，n， m は定数
とあらわされる。
今，平行なこ円板が，図1のように配置され，円筒座標系 (r，e， z) 
非圧縮性流体の連続の式は，一般に，
1θ1θV/J ， eJv 
737〈m〉+73J+3fo
とあらわされるが，速度成分は，仮定位)， (5)より，
Vr=Vr(r，z)， V8=0， V，=O 
となれこれを，式(2)に入れると，
1θ -+ir (rVr)=O-→予子(rv，)= 0， 
となるo さらに，積分し，変形すると，
vr=~包L
r 
と関数表示されることがわかるo
次に，運動方程式は，一般に
θVr _ _ Vr 
eJr r 
lθVr. eJvr， V/J θ;~ _ v~/J +Vz eJ"，v'l I ~~'，' +Vrーエ+一一 一 | Lθt ..， eJr . r伽:r;-VzazJ
=-214iL〈附)+土佐 r8土+hhgTl r eJr ，-. /. r eJtJ r. eJz) 
(eJvn. eJvn. Vn eJ甘泊 VrVn (}VII i pl~一工 +Vr~"，'U +~ーユ+二工二~+V ニエ~Il8t，vr~ ， r 7fd'--r-'v， θzJ 
1θP I r 1θ1θr/J/J 免ι1一ー一一一一+1一一一一(r2r'r/J)+一一一一一+V~U8 1+仰r eJtI' L r2 eJr ¥.- ，'，/， r eJlI' eJz) 
「θv.. eJ口・ Vn eJv.. eJv. "1 pl -=<l~!' +V一二十二 U 三+V，~ð'_. I Lθt ，vrθr rθ"d'vazJ 
θP I r 1 eJ t' __ ¥ I 1 eJr/JI， eJru i 
-3Z+L--ha〉+一一+--=判明zl r eJr ，_.. -/. r eJlI' fjz ) 
とあらわされる仙が，仮定位)， (3)および式(3)を考慮に入れると
{V会J=-~~+[↓十 rrrr)ー 子+号〕
となる。
0=一-t祭+[す 12(HTT8〉+警〕
o=-Z+〔↓ 12(白川)+守〕
さらに， Reiner-Rivlin流体の構成方程式は，一般に，
nd+÷州・ 4}
η=η(12' 18)，ηc=ηc(l2， 18) 
で与えられる〈九式(8)中の dの各成分は，式(3)より
-・・・(1)
が図示ごとく定義されるものとする。
-・・・・(2)
-・・・・(3)
-・・・・(4)
-・・…・ (5)
.・H ・..(6・1)
.・H ・.-(6・2)
H ・H ・...(6・3)
-・・・・ (7)
-・・・・(8)
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4rr=2 8"，vr， 400=2ヱ=一2主 4zz=0σr r (jr . ? ?
d戸 d戸 0，40，1=4，10=0， 4，1r=4rl1=苧ι
oz 
となる。不変量li(i:1， 2， 3)は，
11=0 
-…・(10)12={(宰Y+(午)つ+2(笠y=8(害y+2(をy
ト 2(午)(~:r y =2(主)(守y
となる。この流れでは，一般に， 13キ0で、あることが見出される。 13の効果については，式仰より検討することが
できる。すなわち，
? ?? ????
? ?
2(生)(安)z がー穿)/(8o:: ) 
[8(写Y+2(を)つ3/2 [1+4(与Y/(o; YJ 
未定関数ηおよびηcにおいて， 18の効果が12の効果に対し省略しうるためには，
仮定 (7) (企乙γげv斗¥8rJ¥¥θz-J 
でなければならないことがわかるo この条件が容認しうるものとみなし， ηおよびηcにおいては.18を独立変数
から除外する。すなわち，
η=η(12)，ηc=ηc(I2) 
さらに， 12の関数形としては，式(1)のようなベき関数表示されるものとする。仮定(7)よれ Lは，
日(会Y+2( 8: y =2(8~号;)lい〔
となり仇， 式(ω1日)は，
叫÷七七判む叫2|「乎1=η町中o[か〔ひ4件(宰Y+件 rγ〕宇訓
恥円…=司刊η恥c什 J 吋~吋cω0 -・・・・(1)'
となる。応力成分は式， (8). (9)， (1)'より
桁=2η。(~:rr-1・(会)++ηco(を)ぺ 'COO=一州立r-1(害).
1 IθVr¥m+1 
11=一一一ηco{-0' ， ) τrO='COγ=0， 'C0:r='C':r0=0， 2¥8z J -・・・(叫
=日η。(8:r+ηco(安)怖(害)
となる。これらを，式(7)に代入すると，
{V会J=一会+2η。[+:r {r(を)"'-1・(守)}++(8'; r-1(害)
+÷£(37)n)〕+÷恥0[+去{r(号)岡下2jと{(8，;)m・(生)}]
.・H ・"(12・1)
…(12・2)
0=-号+η。÷17(r(号r}++恥 0
.・H ・"(12・3)
をうる。式(12・2)より，
p=p(r， z) ....ー-但)
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であることがわかる。さらに，点5)を式聞に代入すると，
会=pJL叫(n-♂・(り11(門叩'l ，- rn+2 
-+17C{~m+2)伊)mコケlF・ (Fγ1・F~J .・M ・.-(14・1)
十一(n-1)η。幹+与L77C{明詳+JF37::F~J .・H ・.-(14・2)
をうるo式(14・1)を Zで，式(14・2)をrで微分し，等置整理すると，
2p主F手二+竹ηl(n-1)2.釦(伊ぽF')戸叫r日刊-→2句.司F"一ベ(F')戸叫 +刊nJωn一叫1)(σFγ. -，vl ，-- r叫+2
一÷恥0[制
m-1)F・(町→・(門+2tfym-1・F叫 (3m+1)(F')叩・F"
サ (m+1)(m+日評判=0 的
をうるo ここで記号は， zに関する徴分を意味する。
式的を満足するF(z)を見出し，境界条件から定数を決定すれば，問題は解かれたことになる。
3 基礎式の解
式的は， nおよびmが一般には正の実数であるので， rに対し同次とならず，解は存在しないo ¥， 、くつかの特
別な場合につき考える。
3・1p=O 
これは，運動方程式において慣性項を省略した場合に対応し，流れが十分おそいときには，この近似は有効で
あるo式的は，
山一1)2.~F・(Fγ叩'一 (F'川n~n- 1)(Fγ叩古(Fγ1・F"~ll'- r叫~ r叫 J
ιJ 2m(m-1)F・(F')m-2・(Fつ2+2mF・(F')m-1・F'''+(3m+1)(F')隅・F"
2 'Vl rm+2 
一2(m+1)(m+3) F. C!~?竺l=or-"喝.J
となるo この方程式は，任意のn，mに対し，解をもたなL、。
3・2ηCO=O
これは，流体が指数則モデルに従う場合で式，闘は，
2p乎判。[(n- 1)2~m勺ご'一 (F')n +n (n -1)(F') 
となるo この方程式は，任意のnに対し解けなし、。
3・2・1n=l 
これは，ニュートン流体に対応し，式伺は，
F.F'. F川2p一王子一+η07=0
と単純な形となるが， rに対し同次でないので，解は存在しなし、。
3・2・2p=o 
これは，指数則流体の十分おそい流れ(慣性項の省略〉の場合で，式聞は，
2&2F(F')叫-2・F"一(F')nI 
_ 
(n _1)(F')n-2・(F")2+(F')叫ー1・F'HーO(n-1)・ rn+2+n r時一
となる。任意のnに対し，解は存在しないが， n=l，すなわち，ニュートン流体では，
F'" = 0 
...(16) 
... .(17)' 
.... .(17)" 
. . .(17)'" 
となり，解が存在する。すなわち，
F=Fo+F1z+F2ZZ. Fo. Flo F2:定数
このとき，速度Vrは，式(日よれ
vr=E住之 Fo+F1z+FzzZ
r r 
となれ境界条件
より，
z= :l:h/2で.Vr=O 
z=O で，ぞと=0 i 
I1Z 
F1=0. Fo= -F2(h/2)Z 
となるゆえ
Vr=手[ZZー(子YJ
さらに， F2については，観測量である流量Qで置きかえる。すなわち.Qは，
_h _h 
Q=2 f"22nrvrdz=41l' r2Fム2-( ~ Yldz = -----b-1l'h8F 2 .J 0 - - .J 0 ~\.\2 / j 
となるゆえ
F9=-~旦
1l'hO 
これより，式倒は
「怠[1-(1却下すvm[1一(がJ. Vm=~ ...-… 2πrh 
となり，速度分布は，任意断面 (r=一定〉で，放物線状であることがわかる。
3・3p=o， n=l 
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-・・仰)
-・.cr9)
-・(20)
.ω 
-・・倒
これは，流れが十分おそく〈慣性項省略)，粘性挙動がニュートン性であるときに対応し， 交差粘性の影響の
検討が可能である。式伺は，
η1竺一--I:-71cJ.1m(mーl)F・(F')m-2・(F'ア+2mF・(F')m-1・F"'+(3m+1)(F')m・v
r 2 '~~l rm+2 
F・(Fつml-2(m+1)(m+3)一予王:-，ー -・(21}
となる。この方程式は，任意のmに対しては解が存在しないが.m=ー 1(物理的な拘束条件m>Oに抵触する〉
のときには，
ηFIIf一」 ηco，4F・(F')-8(F")2ー 2F(Fケ2F'"-2(Fケ1・F'~l=o
r 2 '--l r j -
で，整理すると，
FIIf(F')8+ kFlIf. F'.F -2k(F")2・F+kF"(F')2=0
k=ηco/η。
をうる。これは，解くことが可能で，その解は，
F=(F~土F4z)2， Fs， F4:定数
となるo速度は，式(日より
Vγ=.iFa土F4z)2
r 
-・(21}'
-・(?A)
-・帥
となる。しかし，境界条件:式倒:を満足するように，定数 Fs， れをきめることはできなし、。これは，物理的
に有意でなし、。
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4 庄力分布一近似解
前節で明らかなように，式的は，ごくかぎられた場合にしか解かれえず，その解にもとづく円板に作用する圧
力の状態は不明である。そこで，式(凶を近似的な解法により解き，圧力分布の算定式を導き，慣性や交差粘性の
効果につき検討する。
4・1圧力方程式
式 04.2)をZに関し積分すると，
p=ρ(r)ー いヨリ〈門dz+η♂士J-(F・(F')mdz+土 ηco(Fど1‘J ，-/ --. .~~ rm+8 J -，-" --. 2 r 
となるo これを， rに関し徴分し，式(14.1)と等置し，整理すると，
3学ι=可pE旦乙+ηイl土〈伊F門〉戸叫刊F"叫r沖+笠竺1旦2Fe(伊F')γ叫n-l_一バ(n一1)(何n畔叩+判1)L r(F的Fつ引判〉戸川叫噌ddt • r3 . '-l r叫 r叫+2 r叫+2 J ，-" --J 
一÷ベ (mH+2?とz〈Frm-1・F"
をうる。これは，厳密に解くことはできなし、。
4・2速度分布
伽 tjjア+3LJF伊 )mdzJ
-…・・舗
...~ 
本論文で考えた非ニュート γ流体では，各種の粘性測定流れにおいて，交差粘性は，庄力には影響を及ぼすが
速度には，形式上，影響を及ぼさないことが見出される00>。すなわち，速度分布は， 指数則流体のものとなる。
しかし，前節で検討したように，平行円板間の放射流れでは，速度分布を決定できない。そこで，平行二平面聞
の流れ(二次元流れ〉の速度分布を応用する。
指数則流体が平行二平面聞を流れるときの速度分布は，
x=生士~ --Q-rl-(工作1 ・H ・H ・.ω
n+1 hb l¥h/2ノ」
で与えられるo ここで， bは，流れ幅であるo放射流れでは，
b→21l'r， y→z， Vx→Vr 
であるとすると，式倒より，
h 生存互会[1-(合)ザ〕 -・舗
をうる。式側で n=1とすると， ニュートン流体の放射流れの速度分布:式銅:と一致する。また，式舗は連
続の式:式(4):を満足する。それゆえ，式(5)と組合せると，
F(か生士t- ~~. rl-(一手守!~I
n+l 2πh l¥hJ乙J J -・・・側
をうる。式的のF(z)として，これを利用する。
4・3圧力分布
圧力方程式:式的:に式側を代入し，整理すると，
菩=P(告 Ly(がす[1一(合)竹
叫 (2~h)旬 1 _ 2n(n-1) ( _ 2n+l叫(先t判。[(ヰ~) ω+1 ・7 1+~1) (_ 2n:l ) がー!{庁1ーゴ'，n+lZ2}王寺
(h/2Y" n -
時(孟)筒 21 1_ 1 71，.I 1 J( _ 2n+l ¥m+l _(£)m+1 キーL(-7)(h/かけl Z EFE〕-7ぺEjzE[(-27) (W2〉(m+17+1)
間+1(会)m+ ロ一三告(_2n~一)m+l ，~2.~~(叫{z n- ld zザ}J
(h/2)ー-z-L
I Q ¥，1&+1 
+~n(m+ 1)(m+32f __2n+l¥m+1 ¥21rh} 1 J n _竺士竺
n+l¥n } /1. ，，，m(n+D rm+4 l m+n -n 、 (h/2)".V~一、
n 1 _m+2n+l II 
+2n+l /1.. Jn"n+l z--n-- ~ I ・H ・-・側(h/2)~ J) 
をうるo さらに，式倒を，任意のrにおいて， z:O.，h/2で積分〈運動量方程式の導入〉し，整理すると，
dt __ 2(2n+l) f Q ¥2J 
Tr-P 3n+2 ¥2πh )王子
f Q い I Q ¥n 
。[(-2n:l r¥2πhJ ー (n-1)(2n2+5n-!l(-2n:1 r ~2油~ r!.2 ] -- ----- -. _.- - -• 一目
n J (h/2)四+1 rn 6(2nー1) ¥ n) (h/2)叫-1 r叩+2j 
_ r n I 2山 ¥m+1(去)附
271COL -証平五平I¥一一五一) (h/2)慨+1 rm+2 
I Q ¥m+1 
+~n8(m+ 1)(m+3)(2m+4n+l) (ー 2n+l)m川2πh~._I._.l
(m+n)(m+2n)(m+2n+l)(m+3n+l)¥n ノ (h/2)m-1 rm+4 J 
nキ1/2 ・H ・H ・，(32)
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をうるoただし，積分に際し， n=1/2のとき，積分値が有限でなく項があるので，式回)では， nキ1/2とし，以
後， n=1/2の場合を除くことにする。式(32)をrにつき積分すると，
ρ(r)=ρ。一÷22L町三UZ
寸前(-~苧)場;合+1叩
_ _1_"，_J n ( _ 2n+l ¥m+1 晴子)隅+1
2"COl (m+1)(m+n+1)¥一一五一(hノ'2)隅+1
I Q ¥明+1
2n8(m+1)(2m+4n+l) (ー 2n+l\m+1~ 2πhr) (hノ2)2l
(m+n)(m+2n)(m+2n+1)(m+3n+1) ， n ノ (h/2)m+1 r2 j 
ム:定数 nキ1 ・H ・H ・'(33.1)
Q 
p 6 I 0 ¥2. r '" 2πh . i t(r)=to--f-.+( "'.~ r+η。I-3 /，w'::~9 lnr I ¥2πhr} . -.v l ~ (h/2)2 uu j 
f Q ¥m+1 I Q ¥m+1 
_ 1 _.I (ー 3)m+1 ¥ 2πhr) 2(2m+5)(ー 3)m+1 ¥2πhr) (h/2)2 i 
T"COL(m+1) (m+2) (h/2)隅 +1 (m+2)(m+3)(m+4) (h/2)m+1 -r-2 J 
れ:定数 n=1 -・・・・(33.2)
をうる。
圧力は式側，側， (却より，
同 ro--?222L(会r・1L
I Q \~ IQ ¥w 叫
0[一一_1_(ム一笠士主円lり)叫也旦空生恒主旦Lよ+山(何n卜日-→叫1)ω〉 一 一一(n一1)¥nJ (h/2)n+1 r叫-1. 6(n+1)(2n一1) ¥ n J (h/2)叫-叶1r唱+1
一_n-日一→引1υI 2加加n叶+1ハ¥旬(孟和r Z2 i 
2¥n } (h/2)四+1 r叫+1 j 
I Q ¥m+1 
1 . r n I 2n+1¥m+l ¥2πh) 1 
271COl (m+1)(m+叶1)¥ー -n-) (h/2)m+l ・戸
I Q ¥m+1 
2n8(m+1)(2m+4n+l) /ー 2n+l¥m+l ¥2πh_) _ _1_ 
(m+n)(m+2n)(m+2n+1)(m+3n+1)' n) (h/2)m-1 r7r.刊
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I Q ¥m+l m+l ( Q ¥m+l 
-(一生旦)附¥五1) Z-n-I 2n(m+1〉 2n+1)m+11茄/) ¥ / 一一+ (-1- 、 / 
n} (hβ)~m n山門+1 . (n + 1) ¥ n) 仏/2)出ヂ)
1 ( n 竺土竺 n 1 竺土並士111
rm+3l m+n Z n m+2n+1 (h/2)ザ n J 
〆。:定数 nキ1
Q 
pザ o-i.1ffLY.i+η。「-32L112 5¥2πh) -r2 "vl ~ (h/2)2 "u J 
( Q ¥m+l 
_ L~_J_(ー 3)m+1\21th) _ _1_ _ ~(2m+5)( ー 3)m+l
2'ICol(m+1)(m+2) (h/2)m+1 戸石 (m+2)(m+3)(m+4) 
( Q ¥m+1 ( Q ¥m+1 
-・ (34.1)
(企)m+1
2πh) 
(h/2)m-1 rm+8 
一(ー 3)m+l \21thjEL+(m+l)( ー 3)m+1 \山上~ _1_ zm+1 (h/2)2(m+l) rm+1 . V" • ''/ '- ~/ (h/2)2情 l
ヰー百石あzzm+3}] -・・・・ (34.2)
pro:定数 n=l 
となるo定数んをr=roでp=poより決定すると，圧力分布は，
po-p=-f・ 2品~(芳川合ーす〕
2叩叫(孟)叫判。[-古ァ(一一子)(WV1iF-d寸
22+Sn-1) / _ 2n+1 ¥n (先yい長ょとん-1) (7)(h/2〉叫ーlMr一合)
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となるo円板に生ずる圧力分布は，式{却で， z=h/2とすればよし
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である。
4・4数値例による検討
今，無次元数を導入し，整理すると，無次元圧力分布は，式側よれ
(Po-p)w = -KI(1-Ro2J 
-?voZ 
………(36.1) 
-・・・・ (36.2)
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Iー 3n+i/' Ke~=' '1/0 ' l.'tR ーヲ~-¥ h/2 ) 
Vo吉町2仇 Lo=与一川 Ro言 ro/:
Kl 慣性効果係数
RR普: ライナー数
Lo 無次元間隙
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Re* レイノルズ数
Vo 流入平均流速
Ro 無次元半径距離
となるo式聞の数値計算に際しては.n=1. m=1で
の挙動に留意して. (ー 1)71=(ー l)m=-1とした。
まず，慣性効果係数Klの非ニュートン指数 nによ
る変化の状態を，図2に示す。 Klは， nの値の増加と
共に増大し， n=1においては， Liveseyの理論値(4)と
一致するが， Savageの理論値(5)よりはかなり小さい
(その割合比は， 7/9)。
次に， n=1， m=1の場合の数値計算結果を， 図3
と図4に示した。図3は，レイノルズ数による差異を
示したもので， R戸が1程度以下になると慣性効果は
無視しうる程度であるが， R♂=10では， かなりの影
響をもつようになることがわかるo図4は，ライナー
数による影響を示したもので，RR*の増加と共に圧力
分布の水準は高くなるくpoは一定値で、あるゆえ， Pは
低くなる〉。これらよれ圧力差 (Po-p)Wは， 慣性
効果により低下し，交差粘性効果により上昇すること
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が見出される。
さらに，指数則流体の場合 (RR*=O)の非ニュート
γ指数nの変化による圧力分布の状態をしらべたの
が，図5である。流入口近傍では，圧力差は， nの増
加と共に高くなるが，この関係は，ある半径位置をす
ぎると逆転する (Re*=1では Ro::::0.22)。図6...図9
は， n=0.6， 0.8， 1.0， 1.2，における交差粘性指数
mの変化による影響を図示したもので，圧力差はmの
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増加と共に高くなるが，その効果は，あまり著しくな
い。これらの図には，比較のため，RR*=Oの結果も
併記した。 RR*=OとRR*=1で、は，交差粘性効果のた
め，後者の場合の方が圧力分布は高い。
4-5 圧力と応力
応力成分は，一般に，
Sij= -Pδij+'Cij -・・側
10 
2 3 タ ケ経 /0
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す V02
20 
とあらわされ Reiner-Rivlin流体では， 法線応力
Siiと圧力pは一致しない(偏差応力開が零とはなら
ない〉。このため，円板に圧力測定器〈マノメータ，プ
ルドン管など〉を設置した場合には， 応力 (SnJZ="12
が観測される。式(日)，倒， (湖よれ
(SzzJZ=hl2=C -p+，rzzJZ=h/2== [ -pJZ=h/2 
IQ ¥m+l 
+~一 ηCO(-2n+1 im+六21th)一一一2¥n) (h/2)m+1 rm+1 
・・・(39)
との式で，右辺の第二項が応力と圧力の差異をあら
わしているo
5結論
非ニュートン流体 (Reiner-Rivlinの指数形モデ)レ〉
が，平行円板聞を層流状態で放射流れ (ve==vz==Oと
仮定〉するとき，その流れ場は，特別な場合をのぞき，
厳密には解明しえないことを明らかにした。さらに，
圧力分布に関し，運動量方程式にもとづく近似解析を
こころみ，円板に作用する圧力は，主として，粘性項
により支配されるが，その圧力分布は，慣性効果によ
り低減し，交差粘性効果により高増することを見出し
Tこo
なお， レイノルズ数が小さく，ライナー数が大きい
状態で非ニュートン流体の流れ測定をおこなえば交差
粘性効果の算定〈レオメータとしての応用〉も可能で
あると推定される。
おわりにj本研究の過程において，種々御教示いた
だいた東京都立大学加藤宏助教授に謝意を表しますo
参考文献
1) L. Gumbel， Z. techn. Physik.， 1.(1920) 72. 
2) 村田，機械学会論文集， 18. (昭27)25. 
3) H. W. Woolard， J. Appl. Mech.， 24. (1957) 9. 
4) J. L. Livesey， lnt. J. Mech. Sci.， 1.(1960) 84. 
5) S. B. Savage， J.Appl. Mech.， 31. (1964) 594. 
6) 石沢，綾械学会論文集， 30 (昭39)1301 
7) B. E. Boyack &， Trans. ASME.， 92-D，(1970) 662. 
8) W. H. Schwarz &. Chem. Eng. Sci. ， 24. (1969)399. 
9) R. B. Bird &， "Transport Phenomena" John Wiley 
& Sons.， (1960). 
10) 立花，未発表.
